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C 1 Resume 

P' . 

Soient G <Z G deux groupes reductifs connexes. Notons V (resp. V) I'ensemble des classes 

d'isomorphisme des representations irreductibles de G (resp. G). Nous nous interessons a 

I'ensemble C des couples (/x, z>) dans VxV pour lesquels un G-module de classe i> contient un 

Ph ' sous-G-module de classe /i. II est bien connu que C engendre un cone polyedral dans un espace 

P^ ■ vectoriel approprie. Par des methodes de theorie geometrique des invariants nous etudions 

r^ . sous quelles conditions une inegalite lineaire definissant V induit une face de codimension 

'j^ i un du cone engendre par C. 

2 Introduction 

CS . Soit k un corps algebriquement clos de caracteristique nulle. Soient G C G deux groupes 

algebriques reductifs connexes sur k. Soit V une representation rationnelle de dimension 



(N 



^ I finie de G. Le probleme general que Ton aborde ici est de decomposer V en somme de 



O 



G-modules irreductibles. Remarquons que ce contexte recouvre de nombreux problemes de 
O ' decomposition de representations. Citons en deux : 



c^ 



si G = G X G et si G est la diagonale de G, il s'agit de decomposer le produit tensoriel 
de deux representations irreductibles de G ; 



• soit G un groupe reductif quelconque et p : G — ^ G1(V) une representation irreductible 
K^ , de G, on pent alors poser G := G1(V) et considerer I'inclusion p{G) C G, le probleme 

H [ est alors de decomposer des representations de G telles que la puissance symetrique 

n-ieme S"'V de V, la puissance exterieure k-ieuie A'^V de V, ou plus generalement de 
decomposer les puissances de Schur St,V. 

Dans ce contexte tres general, on ne cherche pas a donner des formules combinatoires 
explicites de decomposition comme la celebre regie de Littlewood-Richardson concernant 
la decomposition du produit tensoriel pour le groupe lineaire. Notre approche est plus 
qualitative a travers le cone de Littlewood-Richardson generalise que nous allons definir, 
apres avoir introduit quelques notations supplementaires. 



Nous noterons V (resp. V) I'ensemble des classes d'isomorphismes de representations 
irreductibles de G (resp. G). Pour u E V (resp. i> E V) nous noterons V^, (resp. Vo) une 
representation irreductible de G (resp. G) dans la classe u (resp. z>). Si l^ est une represen- 
tation de G nous noterons (Vu, V) la multiplicite de V^ dans V^, c'est-a-dire la dimension 
de I'espace des homomorphismes G-equivariants de V^ vers V. Nous nous interessons a 
I'ensemble : 

C:={(/x,z>)GPxP|(V;,\4)^0}. 

Les ensembles V et V out une structure naturelle de semi-groupes. De plus, M. Brion et 
F. Knop out montre (voir |Ela92j ) que C est un sous-semigroupe de type fini deVxV. Dans 
le cas du produit tensoriel pour le groupe lineaire ce semi-groupe a ete appele semi-groupe 
de Littlewood- Richardson (voir |Zel99| V Comme V (resp. V) est en bijection avec les points 
entiers d'un cone d'un Q-espace vectoriel que nous appellerons provisoirement E (resp. E), 
C engendre un cone polyedral C dans E x E. Nous appelons ce dernier cone de Littlewood- 
Richardson generalise, ou plus brievement LR-cone generalise. Comme C est polyedral, il 
est defini dans E x E par un nombre fini d'inegalites lineaires correspondantes aux faces de 
codimension un, faces que nous appellerons essentielles. Par la suite, pour une partie S d'un 
espace vectoriel nous appellerons dimension de S et noterons dim£^ la dimension de I'espace 
vectoriel engendre par £. Soit J-' I'espace vectoriel engendre par une face du cone engendre 
par V. II induit naturellement une «face» Cjf de C definie par : Cj^ := C H {J-' x E) . Le 
but de cet article est d'etudier la dimension de Cjr et notamment de savoir si elle engendre 
une face essentielle de C. Remarquons que dans le cas du produit tensoriel pour le groupe 
lineaire GL(l^), Knutson, Terao et Woodward |KTWfl4J decrivent toutes les faces essentielles 
de C, et montrent notamment que si J-" est une face essentielle de V, alors elle induit une 
face essentielle de C des que la dimension de V est superieure ou egale a 3. Nous retrouvons 
et elargissons ce resultat dans la proposition [3 

Dans le cas general, des considerations elementaires (voir le lemme ^ permettent de 
montrer que la codimension de Cjr dans C est superieure ou egale a la codimension de JF 
dans V. Cette inegalite se traduit par (5jr := dimjF — dimCjr — dimP + dimC > 0. On dit 
que J-' est pleine si 5jr = 0, c'est-a-dire si dimCjr est maximale. En particulier, si T provient 
d'une face essentielle de V, alors ^jf = est equivalent au fait que Cjr soit essentielle dans 
C. On pent maintenant enoncer un de nos resultats : (voir le corollaire [21) 

Theoreme A Soit T\ et T2 deux sous-espaces de E engendres par deux faces du cone 
engendre par V. Si T\ C T2, alors bjr^ ^ ^T2- 

Nous presentons egalement dans ce travail une condition equivalente au fait que T soit 
pleine. Pour pouvoir enoncer celle-ci, nous allons introduire quelques definitions supplemen- 
taires. 

De maniere classique (voir la sectional), on associe a JF un groupe parabolique P de G ; 
le groupe P se decompose en un produit semi-direct P" xi L, ou P" est le radical unipotent 
de P et L un sous-groupe de Levi. Dans la section nous montrons alors qu'il existe un 



sous-groupe parabolique P de G et une decomposition de Levi de celui-ci : P = P^ y\ L qui 
verifient : P = PnG;P" = P"nGetL = LnG. 

Nous noterons p" (resp. p"), I'algebre de Lie de P" (resp. P") et Bi (resp. Bi) un 
sous-groupe de Borel de L (resp. L). Enfin rappelons que si un groupe algebrique V agit 
sur une variete X, on appelle isotropic reductive de F en x G X, le quotient de F^ par son 
radical unipotent. Le groupe L agit sur p" par la representation adjointe et L C L stabilise 
p" ; done, L agit sur )p"/p". De plus, L et done L agissent sur L/B^ par multiplication. 
Finalement, L agit sur p"/p" x L/ B^ diagonalement. On pent maintenant enoncer le (voir 
le corollaire EI) : 

Theoreme B II existe un ouvert non vide f2 de jp"/p" x L/ B^ tel que pour tout x ^Vt, 6jr 
est egal a la difference des dimensions des isotropics reductives des groupes L et Bl en x. 

Une consequence immediate des theoremes El et |B1 est le : 

Theoreme C S'il existe un point de G/B dont I'isotropie dans le groupe derive de G est 
finie, alors toutes les faces de V sont pleines. 

Dans la section [Zl nous appliquons ce dernier resultat a divers exemples. 
Remarquons que C est tres lie au polytope moment defini dans un cadre symplectique. 
La propriete d'etre pleine s'interprete en terme de ces polytopes, voir la proposition El 

3 Premieres proprietes 

3.1 Notations 

Commengons par quelques notations generales : si F est un groupe algebrique affine sur fc, 
nous noterons F" son radical unipotent, [F, F] son groupe derive, F° sa composante neutre, 
S(F) = Hom(F, /c*) le groupe de ses caracteres, S=k(F) = Hom(fc*,F) le groupe de ses sous- 
groupes a un parametre et Lie(F) son algebre de Lie. Dans tout cet article, nous appelons 
variete, une variete algebrique quasi-projective et irreductible. Si F opere algebriquement 
sur une variete X on dit que X est une V-variete. On note Ker (F — > Aut(X)) le noyau de 
Faction de F sur X. Si X est affine et I'algebre A;[X]^ des fonctions regulieres sur X invari- 
antes par F est de type fini, X//F designera la variete affine associee a fc[X]'". L'inclusion de 
fc[X]'" dans k[X] induit un morphisme dominant et F-invariant vr : X — > X/ /V que nous 
appelons morphisme quotient. Si V est un Q-espace vectoriel et si £ est un sous-ensemble 
de V , nous noterons < £ > I'espace vectoriel engendre par £, dim£^ la dimension de < £^ > 
et £-^ I'ensemble des ip & V* tels que ip\£ = 0. Enfin si R est un groupe commutatif Pq 
designera le Q-espace vectoriel R ®i Q. 

Rappelons que nous considerons deux groupes algebriques reductifs connexes G C G. 
Fixons, pour tout I'article, un tore maximal T de G et un sous-groupe de Borel B de G. 
L'ensemble V s'identifie alors naturellement au sous-ensemble des poids dominants de S(T). 
Si jj, G V, nous noterons V^ une representation irreductible de poids dominant /i. 

Soit T C P un tore maximal et un sous-groupe de Borel de G. La notation Va designe 
une representation irreductible de G de plus haut poids O. 



3.2 Enonce du probleme 

Rappelons que nous nous interessons a 

C:={(/i,z/)GPxP|(V;,\4)^0}. 

Soit T le sous-espace vectoriel de S(T)(q engendre par une face du cone engendre par V. 
Dans la suite, par abus de notation, nous appellerons T une face de V. On pose alors : 



C^ := C n (^ X HQ(f )) . 



Dans cet article, nous cherchons a comparer la codimension de T dans S(T)q a celle de 
Cjr dans C. Pour cela on pose bj: = dimC — dimCjr + dimjF — dimS(T). 

Lemme 1 On a I'egalite : 

dim(< C > n(J^ X S(f )q)) = dim(C) - dim(S(T)) + dim(J^). 

En particulier, 5jc- > 0. 

Preuve. Posons d = dimC — dim ((JF x H(T)q) fl (< C >) j. Considerons I'application 

TV : < C >^ S(T)q induite par la projection de S(T) x S(T) sur S(T) et sa transpose 
*7r : Hom(S(T)Q,Q) ^< C >*:= Hom(< C >,Q). 

L'entier d est la dimension de I'orthogonal dans < C >* de 7r^^(jF) ; ainsi, d = dim(*7r(jF-'-)). 
Or, comme toute representation irreductible de G apparait dans au moins une representation 
de G, n est surjective, done V est injective. Ainsi, d = dim(jF-'-) = dimH(T) — dimjF ; et 
I'egalite du lemme est demontree. 

Comme dim(< C > n(jF x H(T)q)) > dimCjr, on en deduit que Syr >0. D 

On caracterise alors le cas 6jr = dans la 

Proposition 1 On a equivalence entre : 

(i) < Cr >=< C > n (^ X S(t)Q) ; 

(ii) S:f = 
On dit alors que la face T est pleine. 

Preuve. II est clair que Cyr et < Cjf > sont inclus dans < C > fl f JF x E{T)q] . Alors, 

I'assertion (i) est equivalente a dim < Cjf >= dim ( < C > n(jF x H(T)q) j. D'apres le 
lemme [Uceci equivaut a dimC^c- = dimC — dimS(T) + dimjF, soit 6jr = 0. D 



3.3 Relations avec le polytope moment 

Soit i> eV, posons : 

P, = {^GS(r)Q, (/i,nz>)GC}. 
n 

Considerons B := G/B^ la variete des drapeaux de G. Alors il existe un unique fibre en 
droite G-linearise C^ sur B tel que B_ agisse par le caractere — z> sur la fibre au dessus 
de I3_/B_. Pour tout entier n, le G-module des sections globales de Cno est isomorphe 
a Vnv- Mais alors Po est le polytope moment associe a Co pour Taction de G sur B. Ce 
polytope moment est directement lie au polytope moment des geometres symplecticiens, voir 
I'appendice de Mumford dans |Nes84| . et egalement |Bri87| . Les polytopes moments associes 
au decomposition de representations ont ete etudies notamment dans |BSflfl| . |Man97j et 
[RH99J . 

La propriete d'etre pleine s'interprete aussi en termes de ces polytopes, si on suppose que 
< C >= S(T)q ® S(T)q. Remarquons que cette hypothese est verifiee notamment lorsque 
G est simple et non distingue dans G, voir le corollaire[T]ci-apres. 

Proposition 2 Supposons que < C >= S(T)q®H(T)(Q) ; si T est une face pleine V, alors il 
existe un convexe Q CV de dimension dimP tel que pour tout i) E fl, dim P,>— dim(P,>njF) = 
dimS(T) — dimjF. 

Preuve. 

Soit 71 la projection de S(T)q x S(T)(q sur E(T)q. Posons pour tout i> E V, Ho = 
S(T)q X Q.z>, Po = Cf\Hoei :F = J^ X S(f )q. II est clair que : 

dim Po - dim(Pp n J^) = dim Po - dim(Pi> n T) ; 

d'autre part, comme T est pleine, on a egalite : 

dimS(T) — dimjF = dimC — dim(C fl T\ 

II suffit done de montrer que : 

dimC - dim(C n J^) = dimPp - dim(Pp n T) 

pour V dans un sous-ensemble convexe de T> de dimension maximale. Des raisonnements 
elementaires de geometric convexe montre que : 

dimC > dimP^ + dim7r(C) -1 (1) 

pour tout z> G P, avec egalite si i> G Xc, ou Xc est I'ensemble convexe des points i) E V tels 
que Ho rencontre I'interieur de C. De meme, 

dim(C n J^) > dim(P^ n J^) + dim 7r(C n J^) - 1 (2) 



pour tout E V, avec egalite si i> G Xc^, ou Xcj^ est I'ensemble convexe des points v E V 
tels que H^, rencontre I'interieur de C fl ^. On a I'inclusion Xcj, C Xq. En effet si /> G X^^, 
alors z> G X^, a moins que Pj) C Pp fl JF. Cette inclusion implique : 

<c> nHi^ c<c> nHo n j^ 

ce qui contredit < C >= S(T)q (g) S(T)q. 

Soit z> G Xc^, alors on est dans le cas d'egalite des inequations [l] et O On en deduit que : 

dimC - dim(C n J^) = dimPj> - dim(P^ n J^) + dim7r(C) - dim7r(C n :F). 

Puisque JF est pleine, d'apres la proposition [H 

<cn:F>=<c > njF 

et done : 

dim7r(Cn JF) = dim7r(< C > D^) = dim7r(JF) = dim7r(C) = dimP. 

Ce qui conclut la preuve. D 

Remarque. Si Ton omet I'hypothese < C >= S(T)q ® S(T)q, le resultat de la proposition 
n'est plus vrai. On pent considerer Texemple G = Hi x H2 et G = Hi x 112, oil H2 est un 
sous-groupe de H2 et J-' une face de la chambre dominante de Hi. 

4 Noyaux d'action d'un tore 

Considerons le sous-groupe de Levi L de G contenant T et dont les racines sont celles de G 
orthogonales a JF. Soit U le radical unipotent de P et P le sous-groupe parabolique de G 
engendre par U et L. Posons enfin D := [L, L] et To := P flT. Soit U~ le radical unipotent 
du sous-groupe de Borel B~ oppose a P et contenant T. On montre alors la 

Proposition 3 L 'ensemble des poids de V action deT xT sur A;[G]f^'-^l^^ est egal a Cj:. 

Preuve. D'apres le theoreme de Frobenius, le G x G-module rationnel fc[G] se decompose 
comme suit : 

d'oii : 

or T agit sur V^^ par z>. Ainsi, I'ensemble des poids de T x T dans k[G]^^'^^'^^ est egal 
a I'ensemble des couples (/i, u) G S(T) x S(T) tels que z> G P et /x est un poids de T dans 

rp pi rp pi 

lA^ ' ^ Or il est bien connu que V^ ' 7^ si et seulement si /i appartient a .F ce qui conclut 
la preuve. D 

Posons C)r := {{t,i) E T x f : V(;U, u) G C^ li{t)u{t) = 1} ; alors on a la 



Proposition 4 Le groupe Cjr est le noyau de V action deTxT sur la variete [P, P]\\G//U . 

Preuve. D'apres la proposition El Cyr est I'ensemble des couples (t,t) E T x T qui agissent 
trivialement sur fc [P,P]\\G//IJ' 



d'ou la proposition. D 



5 Choix deT et B 



La proposition m est vrai quelque soit le choix de T et 5. Dans cette section, nous allons 
choisir deux tels sous-groupes de G de sorte qu'il soit facile grace a la decomposition de 
Bruhat de decrire un ouvert de [P,P]\\G//U~ stable par T xT. 

Un de nos objectifs est le corollaire [2l ci-apres qui compare 6yr_^ et Sy^^ si J-'i et J-2 sont 
deux faces de V telles que J-'i d T^- C'est pourquoi nous nous donnons ici deux telles faces 
deP. 

Rappelons que nous avons fixe les sous-groupes T C B et les faces J-'i C J-'2- Pour 
i = 1, 2, nous definissons alors comme dans la section IH les sous-groupes Tq., Di, Li et Pi. 
L' inclusion de J-'i dans J-'2 implique que P2 C Pi et L2 C Li. En revanche, T et -B ne sont 
pas supposes donnes ici. 

Soit i = 1 ou 2. Notons Si le centre connexe de Lj. Considerons alors le centralisateur 
Li de Si dans G. Notons Di le sous- groupe derive de Lj et Si le centre connexe de Lj. On a 
alors : 

L, = L,nG (3) 

L2 C Li (4) 

On veut maintenant construire des sous-groupes paraboliques Pi de G ayant des proprietes 
analogues a Q. 

Pour i = 1, 2, on note Stj(G') (resp. Stj(G')) I'ensemble des poids non triviaux de Si dans 
Lie(G) (resp. Lie(G)). Pour tout a G S(S'j), on note TCf le sous-espace vectoriel de E^{Si)Q 
engendre par les sous-groupes a un parametre A de Si tels que a o A est trivial. Posons : 

G' = {Xe E,{Si) : Pi= IgeG : \im X{t)gX{t)-^ existe}} . 

Alors, C* est I'intersection de S*(S'j) et d'une composante connexe Gq du complementaire 
de UQ,gsti(G)^r dans E^{Si)Q. De plus, comme P2 C Pi, via I'inclusion naturelle de H^,(S'i) 
dans S*(S'2), Cq est inclus dans I'adherence de Gq. 

Considerons Cq et Cq deux composantes connexes de S*(S'i)Q\U^gg^ /^jxTif et S*(S'2)q\ 
^a€St2(G)'^2 telles que Gq C Gq, Cq C Gq et Gq soit inclus dans I'adherence de Cq. Pour 
i = 1,2, on fixe Aj dans H*(S'j) fl Gq. Posons alors, 

Pi = {g e G : \im Xi{t)gXi(t''^) existe}. 



On a alors, 

A c A (5) 

P^ = P^r\ G. (6) 

De plus, comme P^ = {g E G : \init^Q\i{t)g\i{t^^) = 1}, on a : 

P^ = p^f^ G. (7) 

Soit enfin 13 jd^ un sous-groupe de Borel de Di contenant -Bdi- Posons 5^)2 = 13 ^^ fl D2. 
Alors, 13 £)^ est un sous-groupe de Borel de D2. De plus, on a : 

Bd, = Bd, n ^2, (8) 

Bd^ = Bn^ n G. (9) 

Soit Td-^ un tore maximal de Bc^ contenant Td^. Posons alors T^j = Td^ fl £^2 et 
T = SiTd-^ = 5*2 Tdj. Alors, on a 

Tn, = ifn,nGr. (10) 

6 Reductions 

Nous allons dans cette section exprimer Cjr^ et Cjr^ comme noyaux d'une action du tore T xT 
sur deux varietes « comparables » ce qui permettra de comparer les dimensions de Cjf^ et Cjr^ . 
Nous rappelons d'abord plusieurs lemmes bien connus sur les actions de groupes algebriques. 

6.1 Rappels 

Lemme 2 Soit G un groupe algebrique affine agissant sur une variete affine X tels que 
klX]'^ soit de type fini. Notons tt : X — *■ X//G ['application quotient. Alors, se valent : 

(i) k{Xf = Frac(A;[X]^) ; 

(a) il existe un ouvert non vide Vt de X//G tel que pour x G Vt, 7r^^(x) contient une unique 
orbite ouverte de G. 

On dit alors que le quotient Xj jG est rationnel. 

Preuve. Voir la section 2.4 pl56 de |PV91| . D 

Lemme 3 Soit G un groupe algebrique affine tel que S(G) = \ et soit X une G -variete 
affine. Si k[X] est factorielle alors k[X]'^ Vest aussi. 

Preuve. Voir |PV91| Theorem 3.17 pl76. D 



Lemme 4 Soit G un groupe algebrique affine tel que S(G') = 1 et soit X une G-variete 
factorielle affine. Alors, le corps k{X) des fractions rationnelles G-invariantes sur X est 
egale au corps des fractions de k[X] . 

Preuve. Voir |PV91] Theorem 3.3 pl65. D 

Le lemme suivant est une consequence directe des lemmes precedents. 

Lemme 5 Soit G un groupe algebrique tel que S(G) = 1. Soit X et Y deux G-varietes 
affines telles que : 

(i) les algebres k[X]^ et k[Y]^ sont de type fini ; 

(a) le quotient Y//G est rationnel ; 

(Hi) il existe une application (p : X —^ Y , G-equivariante et birationnelle ; 

Alors les varietes X//G et Y//G sont birationnelles. 

Enfin, nous terminerons par une lemme concernant Paction d'un tore sur une variete 
affine dont la demonstration est evidente. 

Lemme 6 Soit T un tore agissant sur deux varietes X et Y , alors on a : 

(i) il existe un ouvert non vide Vt de X tel que pour tout x ^Vt, I 'isotropic de T en x est 
egale au noyau de I' action de T sur X ; 

(a) si f est un morphisme T-equivariant de X dans Y dont les fibres sont generiquement 
finies, alors Ker (T — > Aut(X))° = Ker (T — > Aut(r))°. 

Pour 2 = 1, 2, on designe par Td^ <Z Di C Li C Pi les sous-groupes associes a J-'i 
comme dans la section |31 On a alors les inclusions suivantes : P2 G Pi, L2 <Z Li, D2 <Z Di 
et Pi C P^. On choisit alors Li, Z/2, A, A- • • comme dans la section El Nous noterons 
p^ := Lie(P") et p^ := Lie(P"). Remarquons que : 

• le groupe Di agit sur P" par conjugaison en laissant stable P^ ; il agit done sur P^ / P^ 

1 

• la variete P^/P^ est Di-isomorphe a I'espace affine Pi/p" voir |Mon98| ; 

• Di agit egalement par multiplication a gauche sur Li//tJ^ done sur le produit Pi/Pi x 



Proposition 5 On a I'egalite : 

C)^^ = Ker (t X f -^ Aut((pVpl' x L^//U^J//[D^ n P^, D, n Pj)) • 
En particulier (pour T\ = 0^2 = T), 

C; = Ker (t X f -^ Aut((r/p" x L//f/^) //D)) ; 
Enfin, pour T = T\ et T2 = S(T)q, on obtient : 

C^ = Ker (t X t -^ Aut((r/p« x L//f/^) //t/z,)) . 
Preuve. Rappelons que d'apres la proposition HI 

C^^ = Ker (t X T — . Aut([P2, P2]\\G//f>" 



La decomposition de Bruhat de G par rapport an sous-groupe parabolique Pi implique que 
PiP" = P"Pi = P^LiP^ est un ouvert de G stable par P2 x P". Mais alors, les lemmeslHl 
et ini montrent que 

C^^ = Ker (t X f ^ Aut([P2, P2]\\PfL^Pf / /IJ- 



Or, le produit dans G induit les trois isomorphismes suivants : U ~ P" x t/j^^, [P2,P- 
Pi" X [Pi n P2, Pi n P2] et P'fLiPf ~ Pi" X Li X Pf. Mais alors, 

C^^ = Ker (t X f ^ Aut(((Pi"\A") x [LJ/U^^]/ /[D, n P2, Pi n P2] 



2J - 



n 

Soit « et « les algebres de Lie de U et U . Le corollaire suivant qui se deduit d'un cas 
particulier de la proposition El permet de calculer la dimension de C. 

Corollaire 1 On a les egalites : 

dmvC^ = dimKer (T — > Aut(u/«)) = dimKer (t — > Ant{G/G)) , 

ou T agit par conjuguaison sur u/u et par multiplication a gauche sur G/G. En particulier 
si G est simple et non distingue dans G, alors dimC^ = 0. 

Preuve. La premiere egalite se deduit directement de la proposition El appliquee a jFi = 
^2 = S(T)q. 

Pour la deuxieme egalite on remarque tout d'abord que : 

Ker (T — > Aut («/«)) = Ker (T — > Aut(g/g)) , 

10 



ou g, g sont les algebres de Lie respectives de G et G et ou Paction de T sur g/g est induite 
par Paction adjointe. D'apres Luna |Lun72| . il existe un morphisme etale T-equivariant de 
GjG dans g/g, et done d'apres le lemmeini on a egalite : 

dimKer(T — > Aut(g/g)) = dimKer {t — > kut{G/G)\ , 

ou T agit sur la variete G/G par conjuguaison. Mais cette action est egale a Paction de T 
sur G/G par multiplication a gauche. 

Pour montrer la derniere assertion, il suffit de remarquer que le noyau de T sur G/G est 
inclus dans flgGG 9^9~^ Q^i ^st un sous-groupe distingue de G et de G. D 

6.2 

Considerons les trois applications finies : 

r : 5i X (52 n Td.Y xTd, ^ T , f : S^ x Td, ^ f 

{s,t,u) I — »■ stu (s,t) I — > st 

et 

if : Pi" X i)i X 5i — > A" X Li 
{p, d, s) I — > {p, ds) 

On munit P" x Di x Si d'une action de f/^^ x (P"-Di) par : 

{u,pd).(p,d,s) = (pdpd^^,ddu^^,s). 

On munit enfin P" x Di x Si d'une action du tore 5*1 x (5*2 fl TdJ° x Td^ x Si x Td^ 
(note T) par : 

{Si,S2,t,Si,ii).{p,d,s) = {SiS2tpr^S2^Si^,S2tidi^\siSSi^). 

On pent maintenant simplifier Pexpression de la composante neutre de C^^ • 
Proposition 6 Posons H2 = [-DinP2, -DinP2]. La composante neutre deC^^ est isomorphe 
Tn, X Ker (Si x (^2 n T^J° x to, -^ Aut((p;'/p^ x Di//U^^^ //H2) 



a 



Preuve. Notons C^^° 1^ composante neutre de C^^. On munit les varietes jPi/p" x Li//JJj^^ 
et Pi/Pi X Di/ /JJ^^ X Si d'une action du tore T grace a r et f et par passage au quotient. 
L'application </? induit alors une application equivariante dont les fibres sont generiquement 
finies entre ces deux T- varietes. Mais alors, la proposition El et le lemme El montrent que 
les composantes neutres de C^^ ^t de Ker (T — > Aut((p"/p" x bi//U^^ x Si)//H2)\ sont 
isomorphes. 
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Posons M = p"/p^ X Di//U^^. Comme H2 est inclus dans Di, (p"/p^ x Di//U^^ x Si)//H2 
est isomorphe a M/ / H2 x 5*1. Comme T^^ est inclus dans if 2, on en deduit que 

C^;° ~ {Td, X Ker (^i x (^2 n T^J" x Si x t^, -^ Ant{M//H2 x 5i)))° , 

puis que 

C^f ~ Tb, X (Ker (^i x (^2 n Td.Y x Td, -^ Aut(M//if2)))° ■ 

D 

Pour arriver jusqu'a notre theoreme principal, il nous faut maintenant decrire plus pre- 
cisement le noyau apparaissant dans la proposition El Pour s'alleger de notations inutiles, 
dans la section [HI nous presenterons dans un cadre plus general les resultats qui nous per- 
mettent de conclure. 

Theoreme 1 II existe un ouvert non vide fl de jPi/p" x Di/Bd^ tel que pour tout x dans Vt, 



X 



Cj^^ est isomorphe au produit de Td^ par la composante neutre de Visotropie reductive en 
du groups Lif] P2. 

Preuve. On applique la proposition [TT] a la variete M = p"/|ii x Di//U:~ , au tore T = 
5*1 X Td^, au groupe semi-simple D = Di et au sous-groupe parabolique P = P2 H Di. 
Remarquons qu'alors L2 fl Di est un Levi de P et que son centre connexe est egal a S = 5*2. 
On obtient I'existence d'un ouvert non vide Vt de Pi/p" x Di/ jU- tel que pour tout x eVL : 

Ker (^1 X (^2 n Td^T x Td, — > Aut(M//^2)) = ^(((^2 n D^) x S^ x To,).). 

Remarquons que puisque Di//Uj^ contient Di/U"^ comme ouvert, quitte a retrecir Q, on 
pent supposer que I'egalite ci-dessus est vrai pour tout x E fl C p" /Pi ^ ^i/Uf. ■ On applique 
ensuite la proposition [121 ^ivec D C D = -Di et M = iPi/p" x Di/Ujj . On obtient alors que 
pour X = {a,b) G jPi/p" x Di/Uf^ , p(((-P2 H Di) x Si x T£)J(^a,b)) est isomorphe au quotient 
de (P2 nDi X S'i)(a,g(6)) par son radical unipotent, oil q est I'application quotient de Di/U"^ 
dans Di/B^ . Le theoreme suit, en remarquant que (P2 H Di) x Si ~ P2 H Li. D 

Corollaire 2 Avec les notations ci-dessus, 

Preuve. Comme dimjFi — dimjF2 = dimT^j — dimT^^, on a (5jf^ — 5jr,^ = (dimC^^ — 
dimToJ — (dimCj^^— dimToj). Mais alors, le corollaire decoule immediatement du theoreme[T] 
applique une fois a la paire de face {T\,T2) et une fois a la paire {T\,T\). D 
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Corollaire 3 // existe un ouvert non vide fi de )p"/p" x D/Bo tel que pour tout x dans fi, 
6jr est egal a la difference des dimensions des isotropies reductives des groupes L et B^ en 

X. 

Preuve. II suffit d'appliquer le theoreme [l] une premiere fois a la paire de faces (JF, JF) et 
ensuite a la paire (JF, S(T)q). D 

Sur les exemples, le theoreme [T] sera souvent utiliser via le corollaire suivant : 

Corollaire 4 S'il existe un point de p"/p" x D/Bd dent Visotropie dans D est finie, alors T 
est pleine. En particulier, s'il existe un point de G/B dont Visotropie dans le groupe derive 
de G est finie, alors toutes les faces de T> sont pleines. 

Preuve. Soit Vt un ouvert de p"/p" x D/Bd verifiant le corollaire 01 Comme I'ensemble des 
points dont I'isotropie pour D est fini est un ouvert, il existe x G fi tel que D^ soit fini. Mais 
alors, L° est inclus dans le centre de L et done dans Bl et JF est pleine. S'il existe x G G/I3 
dont I'isotropie pour D est finie, nous venous de montrer que la face {0} est pleine. Mais 
alors, le corollaire El montre que toutes les faces sont pleines. D 

7 Exemples 

Exemple 1. Le produit tensoriel. 

Proposition 7 Soit G un groupe simple. Pour I'inclusion diagonale de G dans GxG toutes 
les faces non reduites a un point sont pleines. De plus, 5{o} est egal au rang de G. 

Demonstration. Fixons un sous-groupe de Borel i? de G et un tore maximal T de B. 
Soit T une face de I'ensemble des poids dominants de {G,B,T). Notons P le sous-groupe 
parabolique de G associe a la face JF, L son sous-groupe de Levi contenant T et enfin D le 
sous-groupe derive de L. Posons : 



Bd = BnD P = PxPD = DxD B = B x B Bd = Bd x B 



D- 



Alors, JBf) C D C P C G satisfont aux proprietes de la sectional De plus, M = p" x D / Bjj x 
D/Bn. 

En particulier, I'isotropie generique I de D agissant sur M est egale a celle de To agissant 
sur p„. Soit P~ le sous-groupe parabolique contenant T et oppose a P. Comme p^ est 
isomorphe a un ouvert T-stable de G/P^, I est egale au noyau de Taction de Tq dans 
G/P^, c'est-a-dire a f] ^^gP^g^^ fl T^. Comme G est simple cette derniere est finie a 
moins que P~ = G, c'est-a-dire a moins que JF = {0}. 

Supposons maintenant que J-' = {0}. Alors, M = G/B x G/B. Done, I'isotropie 
generique de D = G sur M est un tore maximal de G alors que celle de B est finie. Le 
corollaire acheve alors la demonstration. D 

Exemple 2. Soit V un k-espace vectoriel de dimension au moins deux. Considerons le 
morphisme i : S\(y) — > Sl(S'^K). On a : 
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Proposition 8 Pour I'inclusion de G = ^(81(1^)) dans G = S\{S^V), toutes les faces sont 
pleines. 

D'apres le corollaire lU il suffit de montrer le 

Lemme 7 // existe un drapeau complet de S^V dont I'isotropie pour S\(y) est finie. 

Preuve. Nous allons construire un drapeau complet Vt de S'^V* dont le groupe d'isotropie 
H est fini. Son orthogonal verifiera la propriete du lemme. Soit B = (ei, ■ ■ ■ , e„) une base de 
V ei (ej, ■ ■ ■ , e*) sa base duale, le premier sous-espace du drapeau Vt est la droite engendree 
par ojq = Se*^ G S'^V*. La composante neutre du groupe d'isotropie de cette droite est 
SO(l^). II suffit done de montrer que I'intersection Hn SO(y) est finie. Si u est un element 
quelconque de S^V*, on definit : 

u : V ^ V* 

X \-^ uj{x, .) . 

Comme ujq est non degeneree, ojq est un isomorphisme SO(K)-equivariant. Ce qui nous 
permet de definir une application : 

V7 : S^V* -^ End(\/) 
u f— > lJq^ o Co . 

L'application if est un isomorphisme lineaire SO(V^)-equivariant (Paction sur I'espace de 
droite est donnee par la conjugaison). Soit ui = Sie*^. On voit alors que ip{uJo) est I'identite 
de V et que e, est vecteur propre de (p{u!i) pour la valeur propre i. Le stabilisateur du 
drapeau < luq >C< ujo,ui > dans SO(l^) est alors compose des elements g G SO(l^) tel 
qu'il existe a,b E k verifiant g.{p{ui) = (p{auo + bui). La matrice de (p{auJo + bui) dans 
B est une matrice diagonale de valeurs propres {a + bi : i = 1,- ■ ■ ,n}. Get ensemble est 
egal a I'ensemble des valeurs propres de g.{p{uji) (done de (p{uji) soit {!,■■■ ,n}). On en 
deduit que ou bien a = et 6 = 1, ou bien a = l + netb = —l ; puis que la composante 
neutre du groupe d'isotropie de < uq >C< co'o,'^! > est inclus dans I'ensemble des matrices 
diagonales. Comme par ailleurs elle est inclus dans SO(V"), elle est triviale. Le lemme suit 
alors facilement. D 

Exemple 3. Nous allons ici regarder I'exemple donne par le morphisme i : S1(K) -^ 
Sl(AV). On pose alors G = i{S\{V) et G = S1(AV). Si dimV^ = 2, alors AV ~ fc et G est 
trivial ; si dim\^ = 3, alors A'^V ~ F* et G = G. On suppose done que dimK > 4. 

Proposition 9 Si dimV^ > 4, alors pour I'inclusion de G = i{S\(y)) dans G = Sl(A^K), 
toutes les faces de V sont pleines. 

Comme dans I'exemple precedent, la proposition est une consequence du 

Lemme 8 Si dimV > 4, alors il existe un drapeau de A'^{V*) dont I'isotropie dans S\(y) 
est finie. 
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Preuve. Dans A'^{V*), il existe un element non degenere si et seulement si dim\^ est paire. 
Commengons par le cas ou dimV^ est paire. On pose alors dim\^ = 2p et on fixe une base 
B = (ei, ■ ■ ■ , Cp, ei, ■ ■ ■ , Ep) de V et B* = (ej, ■ ■ ■ , e*, e*, ■ ■ ■ , e*) sa base duale. On pose alors 
ujq = Sf=ie* A e*. Soit Hq la composante neutre de I'isotropie de la droite engendree par uq. 
Comme Hq C S1(K), on voit que Hq = Sp(co'o). Comme dans la demonstration du lemme[3 
on definit pour tout u E A'^V* une application u : V — > V*, x \ — > uj{x, .). On definit alors 
I'application lineaire, Sp(co'o)-equivariante ip : A^V* — > End(V^), u i — ^ lJq^ o u. 

Soit ui = T^l^^ie* A e* ; v^(co'i) admet i = l,---,p comme valeurs propres, et {e*,e*) 
engendre le sous-espace propre associe a i. Par un raisonnement analogue a I'exemple 
precedent, on montre alors que la composante neutre du sous-groupe d'isotropie du dra- 
peau : < Uq >C< cuojCUi > est I'ensemble des matrices de Sp(\^) preservant les sous-espaces 
Wi :=< e*,e* >. Cette composante neutre est done isomorphe au produit : HiLiSK^j)- 
Sous Taction de ce groupe, I'espace A^V"* se decompose en representations irreductibles : 

p 

AV* = A^W, © Wi^Wj . 

La suite de la construction du drapeau se fait en considerant dans I'espace dual A^iV*)* ^ 
Is?V des vecteurs uj^, u;^, ■ ■ ■ dont I'orthogonal dans A^V* contient < cuq, cui >. A cause de la 
decomposition ci-dessus, de tels vecteurs peuvent etre pris dans 0i<j<,<„W^i* ® W*. Grace 
a cette decomposition, on pent egalement supposer que p = 2. Pour Sl(iy) x Sl(iy), I'espace 
Vr®W^ est isomorphe a I'espace End(iy). A indice finie pres I'isotropie de la droite engendree 
par I'application identite est le groupe Sl(iy) inclus diagonalement dans Sl(iy) x Sl(iy) et 
qui agit sur End(iy) par conjugaison. Comme Sl(iy)-representation End(iy) se decompose 
comme la somme de la representation triviale et de la representation adjointe. Le probleme 
se ramene done a exhiber un drapeau de cette representation adjointe d'isotropie finie. Soit 
H et F les elements suivants : 

(dans une base quelconque de W). Alors il est immediat que le drapeau suivant :< H >C< 
H,F > a une isotropic finie dans Sl(iy). 

Supposons maintenant que la dimension de V est impaire et egale a 2p + 1, avec p > 2. 
Soit B = (ei, ■ ■ ■ , Cp, ^i, ■ ■ ■ , ep, k) une base de V. Nous noterons W le sous-espace vectoriel 
de V de base (ei, ■ ■ ■ ,ep,ei,- ■ ■ ,ep). 

Rappelons qu'on a une injection Gl(\^)-equivariante de A'^V* dans Hom(l^*,l^). Soient 
Wo, ^1 et UJ2 les elements de Hom(\^*, V) dont les matrices dans les bases B*, B sont : 








D' 





D' 





'V 





-V 






UJQ = 

OU / designe la matrice identite de taille p x p, D \a matrice diagonale avec comme termes 
diagonaux : 1,2,- ■ ■ ,p, V \e vecteur (1, ■ ■ ■ , 1) G k^ et D' une matrice de yipik) telle que 
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les matrices /, D, D' soient lineairement independantes. Nous allons maintenant definir un 
hyperplan de A^V* contenant les vecteurs ooo-i'^i et a;2 ce qui revient a definir une droite de 
A'^V** , qui s'identifie a A'^V et done a un sous-espace de B.o'm(y,V*). Remarquons que la 
dualite entre A'^V et A'^V* est la restriction de I'application bilineaire suivante : 

}lom{V,V*)x}iom{V*,V) — ^ k 

{A,B) I — > trace{BoA) 

Soit 9 G Romiy*, V) defini par : 




avec U une matrice telle que tr(f/) = tr(f/-D) = ti{UD') = 0, (ce choix est possible puisque 
p > 2 et done dimMp(A;) > 4). On a alors que < ujo,uji,uj2 >C ker^. Considerons done le 
drapeau partiel : 

Q = {< ujo >C< u;o,^i >C< ujQ,u!i,uj2 >C ker^) . 

Comme ker6' = kn* et keru;o = k.n le groupe d'isotropie de ce drapeau est inclus dans le 
groupe Gl(W^) x Gl(A;./t). Ce groupe respecte la decomposition A'^V* = A'^W* Q)W* ^ k.n* . 
Les elements ojo et oji s'ecrivent dans A^V* : 

uoo = S^=ie* A e* et ui = S^=iie* A e* + /t* A (e* + ■ ■ ■ + e*J 

On en deduit qu'un element du stabilisateur dans Gl(W^) x G1(A;k) du drapeau : < ujq >C< 
uJo,uji > stabilise le drapeau de A'^W* : < Uq >C< uJo,T,ie* A e* > et la droite engendree 
par K* A {el + ■ ■ ■ + e*). En utilisant cette propriete et le cas de la dimension paire, on 
en deduit que la composante neutre du groupe d'isotropie du drapeau V est inclus dans le 
groupe compose des matrices de la forme : 

\P+^I 

z \-pi 
\-p 

oil \ G k* et Z est une matrice de taille p x p diagonale. Ensuite on ecrit matriciellement 
que de tels elements envoient U2 dans < cc;o,u;i,cc;2 >• En utilisant notamment le fait que les 
matrices /, D, D' sont lineairement independantes, on deduit que la composante neutre de 
I'isotropie du drapeau Vt est triviale. D 

Exemple 4. Soient E, F deux /c-espaces vectoriels de dimensions finies ; le groupe G\{E) x 
G1(F) agit sur E ® F. On a done un morphisme i : Gl(-E) x G1(F) -^ G\{E ®F). On pose 
G = G\{E (g)F)etG = i{G\{E) x G1(F)). On a alors la 

Proposition 10 Dans la situation ci-dessus, toutes les faces sont pleines. 

Preuve. La demonstration qui est analogue aux deux exemples precedents est ici omise. 

D 
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8 Resultats Annexes 
8.1 

Soit T un tore, D un groupe semi-simple et M une T x D-variete. Soit P un sous-groupe 
parabolique de D, H son sous-groupe derive et S le centre connexe d'un sous-groupe de Levi 
deP. 

Notons p : P X T — > S x T, I'application qui au couple (p, t) G P x T associe le couple 
(s, t) G S X T ou s verifie s~^p G H. 

Proposition 11 Avec les notations introduites ci-dessus, on suppose que M est factorielle 
et que M//H existe. 

Alors, il existe un ouvert non vide fi de M tel que pour tout x dans Q 

Ker (S X T — > Aut(M//H)) = p ((P x T)^) . 

Preuve. Notons TT : M — > M//H I'application quotient. D'apres les lemmes H et El 
il existe un ouvert non vide Qi de M//H tel que pour tout z dans Qi, 7r~^(z) contient 
une unique orbite ouverte de H. Quitte a remplacer Qi par un ouvert plus petit, on pent 
supposer de plus que pour tout z dans Qi, (S x T)^ est egal a Ker (S x T — > Aut(M//H)) 
en vertu du lemmeEl 

L'ensemble Q2 des points x de M tels que la dimension de H.x soit maximale est un 
ouvert non vide de M. Posons fi = ^2 H 7i^^{Qi). 

Soit X E fi. Posons z = tc{x). Nous affirmons que : 

(S X T), = {{s,t) G S X T : {s,t).x G H.x}. 

En effet, (S x T)^ stabilise ti^^^z) et permute les orbites de H. Or, H.x est I'unique 
orbite ouverte de H dans 7!-~^{z). Done, (S x T)^ stabilise H.x . 
Enfin, pour tout (s,t) G S x T, on a : 

{s,t).x G H.x <^==^ 3/1 G H st.x = h.x 

<^==^ 3/i G H {hs, t).x = X 
^^(s,t)Gp((PxT),). 

D 

8.2 

On conserve les notations de la section 18.11 On suppose de plus que : 

• D est un sous-groupe d'un groupe semi-simple D. 

• T est le produit d'un tore Ti est d'un tore maximal T de D. 

• M est le produit d'une Ti x D-variete V et de D/U, oii U est un sous-groupe unipotent 
maximal de D. 
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• Ti X t X D agit sur D/U par : {t,i, d).d\J = ddt^ij . 

Soit B le sous-groupe de Borel de D contenant U. Considerons I'application D-equivariante 
q : D/U — > D/B. 

Dans ce cas, la proposition [TT] est completee par la 

Proposition 12 Conservons les notations ci-dessus. Soit x & X et y ^ D/U. Alors, 
p ((P X T)(^x,y)) est isomorphe au quotient de (P x Ti){x^q{y)) par son radical unipotent. 

Preuve. Considerons la projection p : P x Ti x T — > P x Ti. Remarquons tout d'abord 
que comme chaque fibre de q est isomorphe a T, p induit un isomorphisme de (P x Ti x T)^, 
sur (P X Ti)g(j,). 

Montrons par ailleurs que p induit un isomorphisme de (P x Ti x T)y/(P x Ti x T)^ 
surp((PxTiX t)j,). 

Comme Taction de P sur D/Ud est la restriction de celle de D, Py est unipotent. Done, 
Py est inclus dans (P x Ti x T)^. En particulier, le noyau de la restriction de p a (P x Ti x T)^ 

est inclus dans (P x Ti x T)^. L'inclusion reciproque est vrai car p (( P x Ti x T)^ j est un 

sous-groupe unipotent d'un tore : il est done trivial. 
Mais alors, sur le diagramme commutatif suivant : 

(Ti X t X P), . (Ti X P),(,) 



Ti X t =p((Ti X t X P),) ^ (Ti X P),(,)/(Ti X P)^(^), 

les fleches horizontales sont des isomorphismes. On obtient alors I'isomorphisme recherche 
par restriction a (Ti x T x P)(x,j/) grace a 1' 

Affirmation : Soit R un groupe resoluble connexe et R' un sous-groupe de R. Alors, 
R"" = R'n i?". 

Le sous-groupe R' fl R^ est distingue dans R' et unipotent : il est done inclus dans R'^. 

Par ailleurs, R'/{R' fl i?") s'injecte dans R/R"" qui est un tore. Done, R'/{R' fl R"") est 

reductif et {R' n i?") C i?'". D 

References 

[Bri87] M. Brion - « Sur I'image de I'application moment », in Seminaire d'algebre Paul 
Dubreil et Marie-Paule Malliavin (Paris, 1986), Lecture Notes in Math., vol. 1296, 
Springer, Berlin, 1987, p. 177-192. 

[Bri99] — , « On the general faces of the moment polytope », Internat. Math. Res. Notices 
(1999), no. 4, p. 185-201. 

18 



[BSOO] A. Berenstein & R. Sjamaar- « Coadjoint orbits, moment polytopes, and the 
Hilbert-Mumford criterion », J. Amer. Math. Soc. 13 (2000), no. 2, p. 433-466 
(electronic). 

[KTW04] A. Knutson, T. Tao & C. Woodward - «The honeycomb model of GL„(C) 
tensor products. II. Puzzles determine facets of the Littlewood- Richardson cone», 
J. Amer. Math. Soc. 17 (2004), no. 1, p. 19-48 (electronic). 

[Ela92] A. G. Elashvili - « Invariant algebras », in Lie groups, their discrete subgroups, 
and invariant theory, Adv. Soviet Math., vol. 8, Amer. Math. Soc, Providence, 
RI, 1992, p. 57-64. 

[Lun72] D. LuNA - «Sur les orbites fermees des groupes algebriques reductifs». Invent. 
Math. 16 (1972), p. 1-5. 

[Man97] L. Manivel - « Applications de Gauss et plethysme », Ann. Inst. Fourier (Greno- 
ble) 47 (1997), no. 3, p. 715-773. 

[Mon98] P.-L. Montagard - «Sur les faces du cone associe au plethysme », Comm. 
Algebra 26 (1998), no. 7, p. 2321-2336. 

[Nes84] L. Ness - «A stratification of the null cone via the moment map», Amer. Jour, 
of Math. 106 (1984), p. 1281-1325. 

[PV91] V. L. Popov & E. B. Vinberg - « Algebraic Geometry IV », Encyclopedia of 
Mathematical Sciences, vol. 55, ch. Invariant Theory, p. 123-284, Encyclopedia of 
Mathematical Sciences, Springer- Verlag, 1991. 

[Zel99] A. Zelevinsky - « Littlewood-Richardson semigroups », in New perspectives in 
algebraic combinatorics (Berkeley, CA, 1996-97), Math. Sci. Res. Inst. Publ., 
vol. 38, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1999, p. 337-345. 

- - 



19 



